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Wprowadzenie

W praktyce inzynierskiej istnieje po-
trzeba rozwigzania zagadnien zginania
plyt spoczywajacych na podtozu grunto-
wym, bedacych fundamentem budynkéw
i innych obiektéw inzynierskich. Na-
prezenia i przemieszczenia konstrukcji
w znacznym stopniu zaleza od wtlasci-
wego zaprojektowania fundamentu. Ply-
ty $redniej grubosci rozmaitego ksztaltu
sg stosowane przy budownictwie duzej
liczby obiektow budowlanych (Gab-
basow i Hoang Tuan, 2014). Budynki,
zbiorniki, piece, kominy itp. konstrukcje
w ksztatcie kota, a takze maszty, wieze,

elektrownie wiatrowe czgsto posado-
wione sg na ptytach kotowych $redniej
grubosci lub grubych. Plyty kotowe jako
fundamenty pod kominami czy masztami
sa gltdéwnie obciazone sitg skupiong lub
rownomiernym obcigzeniem na okregu
kota o danym promieniu, w szczegdlno-
$ci na brzegu plyty. Sposob rozwigzania
tak obcigzonych ptyt cienkich Kirchhof-
fa spoczywajacych na podtozu dwupara-
metrowym przedstawiono w monografii
Wtasowa i Leontiewa (1960).
Zagadnienia wspolpracy konstrukcji
z podlozem najczeSciej dotycza funda-
mentowania i obudowy wykopow. Ak-
tualnie duze przedsiewziecia (np. funda-
menty wysoko$ciowcow) sa w praktyce
obliczane metodg elementéw skonczo-
nych przy wykorzystaniu spr¢zysto-pla-
stycznego modelu gruntu. Zdecydowa-
na wiekszo$¢ zagadnien dotyczacych
mniejszych obiektow jest rozwigzywana
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przy wykorzystaniu programow, w kto-
rych podloze reprezentowane jest przez
material sprezysty odpowiadajacy zato-
zeniom Winklera. Takie podejscie jest
powszechnie krytykowane ze wzgledu
na nieadekwatnos¢ zatozen teorii Win-
klera do podtoza gruntowego, np. w pra-
cy Bednarka (2014). Przede wszystkim
wspotczynnik sprezystosci podtoza (k)
nie jest wielkoscig stata dla danego grun-
tu. Takze model Winklera nie uwzgled-
nia przemieszczen podloza poza obcig-
zonym miejscem, np. w przypadku belki
obcigzonej rownomiernie (Leontiew, Le-
ontiew, Sobolew 1 Anochin, 1982).

W literaturze przedmiotu znajduje-
my prace, w ktorych opisano zginanie
ptyt zarowno cienkich Kirchhoffa spo-
czywajacych na podtozach Winklera
i Wiasowa, polprzestrzeni sprezystej
i innych modelach podtoza, jak i sredniej
grubosci (glownie teorie plyt Reissnera)
badz grubych spoczywajacych gtownie
na podtozu Winklera (Zwolinski, 1980).
Wybdr teorii ptyt zalezy od rozwazanego
problemu i zadanej doktadnosci rozwia-
zania. Teorie jednorodnych ptyt sredniej
grubos$ci nalezy stosowaé w przypadku,
gdy iloraz grubosci ptyty (k) do charak-
terystycznego wymiaru (a) jest wiek-
szy od 1/10, a mniejszy od 1/4 (Jemie-
lita 2001). Teorie te zastosowano m.in.
przy badaniu efektu brzegowego (Bolle,
1947; Nagirniak, 2019).

W prezentowanej pracy, w odroznie-
niu od monografii Wtasowa i Leontie-
wa (1960), rozpatrzono ptyty $redniej
grubosci Hencky’ego—Bolle’a spoczy-
wajace na podtozu sprezystym Wtaso-
wa. Porownano wartosci przemieszczen
i sit przekrojowych otrzymanych wedhug
teorii ptyt Kirchhoffa i uogdlnionej teo-
rii ptyt Hencky’ego—Bolle’a spoczywa-

jacych na podtozu sprezystym Wiasowa.
Zbadano wpltyw wspotczynnika Pois-
sona materiatu plyty na wartosci ugie¢
i sit przekrojowych.

Rownanie rézniczkowe plyt
spoczywajacych na podlozu
sprezystym Wlasowa

W pracy Nagirniaka (2020) przedsta-
wiono m.in. nast¢pujace réwnania phyt
na podtozu sprezystym Wiasowa, wias-
ciwosci ktorego sg opisywane dwoma
uogo6lnionymi charakterystykami & i ¢,
przy zatozeniu, ze kontakt migdzy plyta
a podlozem zawsze istnieje (wigzy dwu-
stronne, oznacza to spetnienia réwnosci
W(X) = Welxs O)):

—  plyty cienkiej Kirchhoffa

V4w(xa ) - 2}12V2w(xa )+ sf‘w(xa )=

_p(x) (1)
D

gdzie

R @
E (1-v,) hg(i ]2

k_(1+vg)(1—2vg)£ dz( ()] &=
o 3)

_ g ( 2

t 4(1+Vg)£9(z) dz 4)

E, — modut sprezystosci gruntu [N'm~2],
vg — wspOtezynnik Poissona gruntu [-],
hg — grubo$¢ warstwy gruntu [m],
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9 (z) — funkcja zanikania przemieszczen

z glebokoscia [-],

D — sztywno$¢ plyty na zginanie [N-m],

p(x,) —obciazenie zewnetrzne dziatajace

na plyte [N'm];

— plyty $redniej grubosci Hencky’ego—
—Bolle’a

V4w(xa )- 21’22V2w(xa )+ sgw(xa )=

p(x) 1

-2 L9 (x,)
D K
)
22Ky (6)
D(1-v)
gdzie:
ko)
7+7
> \K D 4 k
2 = PR S = p (7)
2(1+) D(1+)
K
¥ — czg$¢ rotacyjna wektora prze-
mieszczen,
K — sztywno$¢ plyty na $cinanie

[N-m~].
Funkcja 9(z) jest funkcja zanikania prze-
mieszczen w podtozu, przy czym przyj-
mujemy 9(z) = 1.

Wiasow proponuje przyja¢ nastepu-
jace postacie funkcji 9(z):
— funkcje liniowg
9(z)=1-— (8)

hy

— funkcje hiperboliczng

(=)= shy (hy —2) _ " {1 _th]

= 9
shyh, shy 2

gdzie:

y — wspoélczynnik zanikania osiadania
gruntu [m™'],

y1 — wspolczynnik zanikania osiadania
gruntu [-].

Roéwnanie modelu podtoza Wiasowa
zapiszemy w postaci (Wlasow i Leon-
tiew, 1960):
q(xa)=kwg (xa)—2tV2wg (xa) (10)

W przypadku ugig¢ obrotowo syme-
trycznych ptyt kotowych spoczywaja-
cych na podtozu sprezystym réwnania
(1)1 (5) staja sie rGwnaniami rézniczko-
wymi zwyczajnymi:

— plyty cienkiej Kirchhoffa na podtozu

Wlasowa

2
li ri _2}12 li ri +S14 w=
rdr\  dr rdr\ dr

— plyty $redniej grubosci Hencky’ego—
—Bolle’a na podtozu Wiasowa

{{;;(r;ﬁ_zrg;;r(r;rjﬂg}w(r):
A2 414( 2}

[li(rij_ 2K }Y’(r)zo (13)
rdr\_ dr) D(-v)

Wprowadzmy wspotrzedng bezwy-
r

miarowg p =—, przy czym a jest wiel-
a

koscig o wymiarze dtugosci, np. promien
plyty.

W przypadku kiedy na plyte nie dzia-
fa roztozone obcigzenie powierzchniowe
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(p), jednorodne réwnania roézniczkowe
(11) 1 (12) zapiszemy w postaci:

R G

“pdp\"dp

(14)
gdzie:
f()% =rja2, ”2 = 2a4, a=12 (15)
a rownanie (13) przyjmuje postac:

1 d d 2K

Errrr R e GK
apdp\" dp) D(1-v)

(16)

Rownania (14) mozemy zapisaé
w postaci iloczynowe;j:

1 d d R 4 A
gl P )

[ifos e-mpon

Rozwigzanie réwnania rézniczko-
wego czwartego rzedu mozna zastgpic
uktadem dwoch réwnan drugiego rzedu:

ldf d) » —0 (18
Ldp[Pdpj /M}Waﬂ(P) 0 (18)

gdzie:

g =P i =55 (19)
gdzie:
a=12;=12.

Przy oznaczeniach:

_ a2 4 A4

Ho1 =T T\ Tq — S (20)
_ 2 PN

Moz =\To =T =S¢

rébwnania rézniczkowe (18) zapiszemy
W postaci:

tdi 41 21, —o
pdppdp Mol [ We

Ldf d)_ 2|, —o
pdppdp Moo | W2

Rozpatrzmy dwa przypadki:

!
L. 7 >3,

21

W tym przypadku rozwigzaniem
rownania rézniczkowego (14) sa
zmodyfikowane funkcje Bessela ze-
rowego rzedu, pierwszego i drugiego
rodzaju. Catke ogdlng rownania (14)
zapiszemy w postaci:

w, (P)=Cly(Hap)+
+ O Ko (a1 P)+ Gl (Ha2P) +

+ CuKo (42P) (22)

2. e
W tym przypadku parametry ,uozlﬁ Y]
liczbami zespolonymi

2 A2 s sl Al
Hos = Ty *i a " Ty (23)

Rozwiazanie rownania (14) tym
razem mozna przedstawi¢ w postaci
(Kaczkowski, 2000):
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wy (p) = Gber (k,p.v,, )+
+ Cybei(k,p, v, )+

+ Cyker (i, p, 0, ) +

+ Cykei (K, .04,

gdzie:

ber (p,y), bei (p,y), ker (p,y), kei (p,y)
— zmodyfikowane funkcje Bessela, przy

czym (Kaczkowski, 2000):

ber(py) = i(z"Lz’"/’)} (26)
n=0 24" )

& " sin 2m//)

b . 27
ei( p.y Z%)[ 27 (1) J (27)
kei(p,y |:1n2 C—In( )]bei(p,l//)—
—wber(p,y)+

2| p*sin(2ny ) & 1
+Zl[ 20 () ZlJ 28)
ker(p,y [ln2 C—In( )]ber(p,y/)—
wbei 2| p™" cos(2ny ) & 1

v be (p,w)+£{—22n(n!)z ;l]

(29)

Przy v =% otrzymujemy tzw. funk-

cje Thomsona.

Plyta kolowa obcigzona
réwnomiernym obciazeniem

na brzegu spoczywajaca na podlozu
Wilasowa

Rozpatrzmy plyte kotowa
Hencky’ego—Bolle’a obcigzong réwno-
miernie roztozonym na brzegu obcigze-
niem Py, spoczywajgca na podtozu Wia-
sowa (rys. 1).

Dla rzeczywistych gruntéw wyste-
pujacych w praktyce budowlanej mamy
do czynienia z drugim przypadkiem, tzn.
7' < S3. Rozwiagzanie rownania réznicz-
kowego (14) zapiszemy w postaci (24).
Z uwagi na interpretacj¢ fizyczng roz-
patrywanego zagadnienia zmodyfiko-
wane funkcje Bessela ber, bei, ker, kei
muszg spetnia¢ warunki: w,(0) < oo oraz
it (0)

dp
Uwzgledniajac powyzsze warunki,
state C3 = C4 = 0. Ostatecznie rozwigza-
nie rownania rézniczkowego (14) zapi-
szemy w postaci:

wi (p) = Cber (iyp,v5 ) + Cybei (k30,17 )

(30)
gdzie x,, ¥, sa dane wzorem (25).

Poza granica plyty przy R < p < ©
stan naprezeniowo-odksztalceniowy
w podtozu sprezystym wyznacza sig
w ogo6lnym przypadku rownaniem roz-
niczkowym (10). Przy braku obcigzenia
powierzchniowego dziatajacego na pod-
toze w granicach rozpatrywanego odcin-
ka rownanie (10) zapiszemy w postaci:

kw(p)=2tV2w(p)=0 31)

Rozwigzaniem réwnania roézniczko-
wego (31) sa zmodyfikowane funkcje
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RYSUNEK 1. Przekroj ptyty kotowej obciazonej rownomiernie na okrggu kota, spoczywajacej na pod-

tozu Wiasowa

FIGURE 1. Cross-section of a circular plate evenly loaded on a circle of a circle, resting on the Vlasov’s

subsoil
Bessela zerowego rzedu, pierwszego Q,=Ky, (35)
i drugiego rodzaju. Uwzgledniajac, ze
wz(?o) =0, ost'ateczne rozwingnie row- 1 dg, 4,
nania (31) zapiszemy w postaci: Ky = L Kp=——"—
adp ap
wy (p)=GKy (4p) (32) _ldw
Xp= adp % (36)
gdzie:
k
ﬂza\/;t s ldw(p) D(l—v)
=— + X
Ky(4p) — zmodyfikowana funkcja Besse- P a dp 2K
la zerowego rzedu, drugiego rodzaju. P d |,
Warunki ~ brzegowe  zapiszemy * (1 B v) e E(pr(:o )) +
W postaci:
2 d
wi (1)=w, (1), M,(1)=0, +(1_V)Ka%(p3) (37)
O,(N+S,H)=5,,(1)+F (33)
Dla. plyty Hefncky ego—Bolle a sity K=xhG= 5hG (38)
przekrojowe zapiszemy w postaci (Je- 6
mielita, 2001):
G
= (39)
Mp=D|:(1—V)Kp+V(Kp+K¢)]+ 6(1—1/)
v I p, .
+— gdzie:
10(1-v) S grubo$¢ plyty,
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v — wspotczynnik Poissona materialu
plyty,
a — promien plyty.
We wzorze (38) przyjeto wspotczyn-
nik $cinania x = 5/6 (Jemielita, 2002).
Uogolniong site poprzeczng S,
w podtozu gruntowym modelu Wiasowa
w uktadzie wspolrzednych biegunowych
Wwyznaczymy ze Wzoru:

zgdwa (p)

— (40)

ap

Przyjmujac funkcje zanikania prze-
mieszczen 9(z) w postaci (8) oraz zakla-

h v
dajac 5= "= L §=-2=1,6="=1
a a 14

10
G, 1 :
03 = o = 300° dane dla gruntu przyjeto
p

na podstawie Sorochan i Trofimenkow
(1985), a dla betonu wedlug PN-EN
1992-1-1:2004+AC:2008 (gdzie: J — sto-
sunek grubosci ptyty do jej promienia, J;
— stosunek grubos$ci warstwy gruntu do
promienia ptyty, d, — stosunek wspot-
czynnika Poissona gruntu do wspol-
czynnika Poissona plyty, d; — stosunek
modulu sprezystosci gruntu do modutu
sprezystosci plyty).

Na rusunkach 2-4 przedstawiono
bezwymiarowe poréwnawcze wykresy
ugiecia oraz sil przekrojowych dla ptyt
Kirchhoffa oraz Hencky’ego—Bolle’a
spoczywajacych na podtozu sprezystym
Wtasowa. Poréwnano wyniki ugiec¢ oraz
sit przekrojowych dla plyt kotowych
(otrzymane wedlug teorii Kirchhoffa
oraz Hencky’ego—Bolle’a) spoczywa-
jacych na podtozu sprezystym Wtlaso-
wa. Widoczne jest, ze bardzo szybko
zanikaja przemieszczenia 1 zastepcze
sity poprzeczne w podtozu gruntowym.

Ugigcia otrzymane wedlug teorii plyt
Hencky’ego—Bolle’a sa mniejsze od
tych wedtug teorii Kirchhoffa, a mo-
menty zginajace sa wicksze w plycie
Hencky’ego—Bolle’a.

— plyta Hencky-Bolle'a

— — plyta Kirchhoffa

RYSUNEK 2. Wykres ugigcia ptyty spoczywaja-
cej na podtozu Wthasowa dla v=0

FIGURE 2. Diagram of deflection of plate resting
on the Vlasov’s subsoil for v= 10

— plyta Hencky-Bolle'a

— — plyta Kirchhoffa

———t -

RYSUNEK 3. Wykres momentéw zginajacych
w plycie spoczywajacej na podtozu Wiasowa dla
v=0

FIGURE 3. Diagram of the bending moments in
the plate resting on the Vlasov’s subsoil for v=10

Vp (o

— plyta Hencky-Bolle'a

— — piyta Kirchhoffa

RYSUNEK 4. Wykres sity poprzecznej w ptycie
spoczywajacej na podtozu Wtasowa dla v =0
FIGURE 4. Diagram of lateral force in the plate
resting on the Vlasov’s subsoil for v= 10
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W  pracy przeanalizowano takze
wpltyw wspolczynnika Poissona mate-
riatu ptyty na wartosci momentow zgi-
najacych, sit poprzecznych i ugiec¢ ply-
ty (wyniki przedstawiono na rys. 5-7).
Wspodtczynnik Poissona w znacznym
stopniu wptywa na warto$ci momen-
tow oraz ugig¢, praktycznie nie ma zas
wplywu na wartosci sit poprzecznych
zardbwno w plycie, jak i podlozu grun-
towym. W tabeli przedstawiono bezwy-

RYSUNEK 5. Wykres ugiecia ptyty Hencky’ego—
—Bolle’a spoczywajacej na podtozu Wiasowa dla
v=0iv=1/4

FIGURE 5. Diagram of deflection of the Hencky—
—Bolle plate resting on the Vlasov’s subsoil for
v=0andv=1/4

RYSUNEK 6. Wykres momentéw zginajacych
w plycie Hencky’ego—Bolle’a spoczywajacej na
podtozu Wiasowa dlav=01iv=1/4

FIGURE 6. Diagram of the bending moments of
the Hencky—Bolle plate resting on the Vlasov’s
subsoil for v="0and v=1/4

RYSUNEK 7. Wykres sily poprzecznej w ptycie
Hencky’ego—Bolle’a spoczywajacej na podtozu
Wiasowadlav=0iv=1/4

FIGURE 7. Diagram of lateral force of the
Hencky—Bolle plate resting on the Vlasov’s sub-
soil forv=0and v=1/4

miarowe wartosci ugigcia oraz momen-
tow zginajacych dla ptyt Kirchhoffa oraz
Hencky’ego—Bolle’a spoczywajacych na
podtozu Wiasowa dlap=0ip=1.

Wprowadzono oznaczenie: N,(p) =
= 0,(p) + S,(p) — suma sit poprzecznych
w plycie oraz w podtozu gruntowym.

Podsumowanie

W pracy rozpatrzono teorie ptyt cien-
kich Kirchhoffa oraz $redniej grubosci
Hencky’ego—Bolle’a na jednokierunko-
wym, dwuparametrowym podlozu spre-
zystym Wtlasowa. Ten model uwzglgdnia
naprezenia styczne w podlozu grunto-
wym, co z kolei daje doktadniejsze wy-
niki w porownaniu z modelem podtoza
Winklera i pozwala na wyliczenie prze-
mieszczen w podlozu gruntowym poza
granicami  konstrukcji spoczywajacej
na podtozu (np. ptyty). Przyjeto liniowa
funkcje zanikania przemieszczen wraz
z glebokoscia. Dla plyty obrotowo-sy-
metrycznej funkcja ugiecia zalezy tylko
od jednej zmiennej przestrzennej (p).
Teoria ptyt Kirchhoffa, jak wiadomo,

Ptyty kotowe Hencky’ego—Bolle’a spoczywajgce na podfozu sprezystym Wiasowa
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TABELA. Poréownanie wynikow obliczen plyt Kirchhoffa i Hencky’ego—Bolle’a spoczywajacych na
podtozu Wiasowa w punktach charakterystycznych
TABLE. Comparison of the results of the calculations of Kirchhoff and Hencky—Bolle plates resting on
the Vlasov’s bedrock at characteristic points

1

Ugiecie w(v=0)G W(V:Z]G
plyty P, 7

k
Rodzaj Kirchhoffa Hencky’ego— Kirchhoffa Hencky’ego-
plyty —Bolle’a —Bolle’a
p=0 134,2 93,1 121,8 93,8
p=1 292,1 2712 256,1 241,5
Moment M, (v = 0) M (v - lj
zginajac —_— P 4

ginajacy I

plyty k RP,
=0 0,058 | 0,065 0,085 | 0,094

ma ograniczony zakres stosowania: za-
lezy od stosunku grubosci ptyty (%) do
jej wymiaru chrakterystycznego (a),
obcigzenia 1 warunkow brzegowych.
W przypadku ptyt, ktérych iloraz 4 do
a jest wiekszy od 1/10, nalezy stosowac
teorie plyt sredniej grubosci, dlatego ze
wyniki mogg by¢ obarczone duzym ble-
dem (Jemielita, 2001). Ten sam wniosek
dotyczy plyt spoczywajacych na pod-
lozu sprezystym. Réznice miedzy war-
tosciami ugigc¢ i sil przekrojowych ptyt
spoczywajacych na podtozu Wtasowa
(uzyskane wedhug teorii Kirchhoffa oraz
Hencky’ego—Bolle’a) zostaty pokazane
na rysunkach 2—4 oraz w tabeli. Wplyw
wspotczynnika Poissona (v) na wyniki
jest istotny dla wartosci ugie¢ i momen-
tow zginajacych, a dla wartosci sit po-
przecznych jest za§ znikomy.
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Streszczenie

Plyty kolowe Hencky’ego—Bolle’a
spoczywajace na podlozu sprezystym
Wiasowa. W pracy przedstawiono rownania
teorii plyt obrotowo symetrycznych, spo-
czywajacych na jednokierunkowym, jedno-
warstwowym, dwuparametrowym podtozu
Wtasowa. Przeanalizowano dwa przypadki
rozwigzania réwnania rézniczkowego ugic-
cia plyty cienkiej oraz $redniej grubosci na
podiozu gruntowym w zaleznosci od wielko-
éci catkowych charakterystyk 7 i Sy . Roz-
patrzono przyktad obcigzenia plyty kolowej
obcigzeniem Pj roztozonym roéwnomiernie
na brzegu i przedstawiono bezwymiarowe
wykresy ugigcia, momentow zginajacych
oraz sil poprzecznych w ptycie oraz podto-
zu gruntowym. Zbadano wpltyw wspotczyn-
nika Poissona materialu plyty na wartosci
ugie¢ oraz sit przekrojowych. Wykazano, ze

wspotczynnik Poissona w znacznym stopniu
wplywa na warto$ci ugie¢, momentu zgina-
jacego, ma za$ pomijalny wpltyw na warto$ci
sil poprzecznych.

Summary

Hencky-Bolle’s circular plates rest-
ing on the Vlasov’s elastic subsoil. The
work presents the equations of the theory
of symmetrical plates, resting on one-way,
single-layer, two-parameter Vlasov’s sub-
soil. Two cases of differential equation so-
lution of the plate deflection of thin and me-
dium thickness on the ground substrate were
analyzed depending on the size of the integral
characteristics f; and S‘é. The example of
loading the circular plate with a P, load
evenly distributed over the edge was con-
sidered and shows dimensionless graphs of
deflection, bending torques and transverse
forces in the plate and in the ground sub-
soil. The effect of the Poisson’s coefficient
of the plate on deflection values and cross-
-sectional forces was investigated. The
Poisson’s number has been shown to have
a significant influence on deflection values
and bending torque, however shown negli-
gible effect on transverse forces values.
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